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ΕΝΟΤΗΤΑ   1.3. 

 

Η  ΕΝΝΟΙΑ  ΤΗΣ  ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ 

ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ   ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 

ΚΑΝΟΝΕΣ  ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ 

ΡΥΘΜΟΙ  ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ 

 

 

� Σκοπός  

 

 Σκοπός της ενότητας είναι ο ορισµός της παραγώγου και του ρυθµού 

µεταβολής  καθώς και οι µέθοδοι εύρεσης παραγώγων.  

 

 

 

� Προσδοκώµενα  αποτελέσµατα 
 

  Όταν έχετε ολοκληρώσει αυτήν την ενότητα θα πρέπει να µπορείτε: 

 

�  Να δίνετε τον ορισµό της παραγώγου µιας συνάρτησης  f  σε σηµείο  

xο  του πεδίου ορισµού της.  

 

�  Να βρίσκετε µε τη βοήθεια του ορισµού την παράγωγο µερικών 

βασικών συναρτήσεων.  

 

�  Να αποδεικνύετε τους βασικούς κανόνες παραγώγισης.  

 

�  Να βρίσκετε την παράγωγο δοσµένης συνάρτησης χρησιµοποιώντας 

τους κανόνες παραγώγισης και τις παραγώγους των βασικών συναρτήσεων.  

 

�  Να βρίσκετε το ρυθµό µεταβολής του µεγέθους  y   για κάποια 

δεδοµένη τιµή του µεγέθους  x  όταν δίνεται η σχέση: 

( )y f x=  

 που συνδέει τα δυο µεγέθη.  
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�  ΟΡΙΣΜΟΙ 
 

 � Πότε µια συνάρτηση  f   λέµε ότι είναι  παραγωγίσιµη στο  xο   του 

πεδίου ορισµού της;  Τι ονοµάζεται παράγωγος της  f  στο  xο ; 

Απάντηση: 

 Μια συνάρτηση  f   λέµε ότι είναι παραγωγίσιµη στο  xο  του πεδίου 

ορισµού της, αν υπάρχει το όριο: 

( ) ( )
h 0

f x h f x
lim

h

ο ο

→

+ −
 

και είναι πραγµατικός αριθµός.  Το όριο αυτό συµβολίζεται µε  ( )f xο
′   και 

το ονοµάζουµε παράγωγο της f  στο  xο . 

 

 

Παρατηρήσεις: 

 

1.  Το όριο: 

( ) ( )
h 0

f x h f x
lim

h

ο ο

→

+ −
 

αν υπάρχει, είναι ίσο µε το όριο: 

( ) ( )
x x

f x f x
lim

x xο

ο

→
ο

−

−
 

Αν τα παραπάνω όρια είναι πραγµατικοί  αριθµοί, τότε και τα δυο είναι ίσα µε 

( )f xο
′ . 

 

2.  Το όριο: 

( ) ( )
h 0

f x h f x
lim

h

ο ο

→

+ −
 

µπορεί να υπάρχει  αλλά να µην είναι πραγµατικός αριθµός. Σ’ αυτή την 

περίπτωση  η  f   δεν είναι παραγωγίσιµη στο xο . 

 

3.  Αν µια συνάρτηση  f   δεν είναι συνεχής  σε  κάποιο xο , του πεδίου 

ορισµού της, τότε σίγουρα  δεν είναι παραγωγίσιµη στο  xο . 

 

4.  Μια  συνάρτηση µπορεί να είναι συνεχής  σε κάποιο xο   του πεδίου 

ορισµού της  αλλά όχι παραγωγίσιµη στο xο  

 

Παράδειγµα: ∆ίνεται η συνάρτηση: 

( )f x x , x= ∈ℝ  
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Τότε: 

( ) ( )
x 0 x 0
lim f x lim x 0 f 0
→ →

= = =  

Άρα η  f   είναι  συνεχής στο 0. 

 Θεωρούµε το λόγο: 

( ) ( ) ( ) hf 0 h f 0 f h

h h h

+ −
= =  

�  Για  h 0> , είναι: 

( ) ( )f 0 h f 0 h
1

h h

+ −
= =  

 Άρα: 

( ) ( )
h 0

f 0 h f 0
lim 1

h→

+ −
=  

�  Για  h 0< , είναι: 

( ) ( )f 0 h f 0 h
1

h h

+ − −
= = −  

 Άρα: 

( ) ( )
h 0

f 0 h f 0
lim 1

h→

+ −
= −  

 

Εποµένως δεν υπάρχει το: 

( ) ( )
h 0

f 0 h f 0
lim

h→

+ −
 

Άρα η  f   δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0.   

 

 

5.  Αν µια συνάρτηση  είναι  παραγωγίσιµη σε κάποιο  xο  του πεδίου 

ορισµού της  είναι σίγουρα συνεχής στο  xο .  

 

 

 � Τι εκφράζει η παράγωγος της  f  στο  xο ; 

Απάντηση: 

 Αν  δυο µεγέθη  x, y  συνδέονται µε τον τύπο  ( )y f x= ,  όπου  f  µια 

συνάρτηση  f :Α→ ℝ , τότε η παράγωγος ( )f xο
′  εκφράζει το ρυθµό 

µεταβολής του y  ως προς x  για τη συγκεκριµένη τιµή  x xο= . 

 

 

 

 

Παρατηρήσεις: 
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1.  Αν  ( )S tο   είναι το διάστηµα που έχει διανύσει ένα κινητό σε χρόνο tο  

και  ( )S t tο + ∆  το διάστηµα που έχει διανύσει σε χρόνο  t tο + ∆  τότε ο λόγος: 

( ) ( )S t t S t

t

ο ο+ ∆ −
υ =

∆
 

λέγεται µέση ταχύτητα του κινητού στο διάστηµα  [ ]0t , t tο + ∆ .   

 Όταν το  t∆   είναι πάρα πολύ µικρό  ( )t 0∆ →  τότε το όριο: 

( ) ( )
t 0

S t t S t
lim

t

ο ο

∆ →

+ ∆ −

∆
 

λέγεται στιγµιαία ταχύτητα του κινητού τη χρονική στιγµή  tο  και 

συµβολίζεται µε  ( )tου .  ∆ηλαδή είναι: 

( ) ( )t S tο ο
′υ =  

 Η ταχύτητα ενός κινητού τη χρονική στιγµή  tο  λέγεται ρυθµός 

µεταβολής του διαστήµατος την ίδια χρονική στιγµή.   

 

 

2.  Ανάλογα ορίζεται  η µέση επιτάχυνση: 

( ) ( )t t t

t

ου + ∆ − υ
α =

∆
 

όπου  ( )tου   και  ( )t tου + ∆   η ταχύτητα του κινητού τις χρονικές στιγµές tο  

και t tο + ∆  αντίστοιχα.  

 Όπως και η στιγµιαία επιτάχυνση: 

( ) ( )t tο ο
′α = υ  

∆ηλαδή η στιγµιαία επιτάχυνση τη χρονική στιγµή  tο  είναι ο ρυθµός 

µεταβολής της ταχύτητας την ίδια χρονική στιγµή.  

 

 

3.  Μερικά (ακόµη) παραδείγµατα 

 

�  Αν  ( )q t  είναι η συνάρτηση που δίνει το φορτίο που περνά από µια 

διατοµή ενός αγωγού συναρτήσει του χρόνου η  ένταση του ρεύµατος  

( )tοΙ  τη χρονική στιγµή tο  είναι ο ρυθµός µεταβολής του φορτίου εκείνη 

τη χρονική στιγµή. Άρα: 

( ) ( )t q tο ο
′Ι =  

 

�  Ο  ρυθµός µεταβολής του έργου  ( )W t   µιας δύναµης µας δίνει την 

ισχύ  ( )tΡ  της δύναµης. ∆ηλαδή: 

( ) ( )t W tο ο
′Ρ =  
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�  Στην οικονοµία, το κόστος  k   και το κέρδος  Ρ εκφράζονται 

συναρτήσει της ποσότητας  x  του παραγοµένου προϊόντος. Τα πηλίκα: 

( ) ( )k x h k x

h

ο ο+ −
,    

( ) ( )x h x

h

ο οΡ + −Ρ
 

 εκφράζουν το µέσο κόστος και το µέσο κέρδος αντίστοιχα, ενώ αν οι 

συναρτήσεις  ( )k x   και  ( )xΡ  είναι παραγωγίσιµες στο  xο   τα  ( )k xο
′   

και  ( )xο
′Ρ   εκφράζουν το οριακό κόστος και οριακό κέρδος ........ 

 

 

 

 

 


